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Àííîòàöèÿ

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ îäíîé ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîé ñè-

ñòåìû. Ýòà ñèñòåìà âîçíèêàåò ïðè ìîäåëèðîâàíèè èçãèáíî-êðóòèëüíûõ

êîëåáàíèé óïðóãîãî ñòåðæíÿ. Â ðàáîòå óêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëî-

âèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à Êîøè ðàçðåøèìà â

ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âåñîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà, çàäà÷à Êîøè, àíèçîòðîïíîå ñîáîëåâ-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè.
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Abstrat

The Cauhy problem for one pseudohyperboli system is onsidered. This

system arises when modeling �exural-torsional vibrations of an elasti rod.

The paper indiates the neessary onditions on the right side of the

system under whih the Cauhy problem is solvable in a Sobolev spae

with exponential weight.
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà (ñì. [1℄), íå ðàçðåøåííàÿ îòíîñèòåëüíî ñòàð-

øåé ïðîèçâîäíîé:




I −D2
x 0 ε1

0 I −D2
x −ε2

ε1 −ε2 I −D2
x


D2

tU + σ2D4
xU = F (t, x). (1.1)

�àññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà îòíîñèòñÿ ê êëàññó ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ ñè-

ñòåì. Êëàññ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì áûë ââåäåí â ìî-

íîãðà�èè [2℄. Â ýòîé ìîíîãðà�èè áûëà èçó÷åíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êî-

øè äëÿ ñòðîãî ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ïñåâäîãè-

ïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðîâîäèëèñü â [3�6℄ è äð. Äëÿ ïñåâäîãèïåðáîëè-

÷åñêèõ ñèñòåì îáùåé òåîðèè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè íåò. Â ëèòåðà-

òóðå ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè èçó÷àåòñÿ äëÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì (ñì.,

íàïðèìåð, [7, 8℄ è äð.).

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèÿ [9℄ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñè-

ñòåìû (1.1). Ñèñòåìà (1.1) èìååò äâà ïàðàìåòðà ε1, ε2, êîòîðûå âëèÿþò íà
ðåçóëüòàò î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè. Â ñëó÷àå ε21+ε22 = 0 ñèñòåìà (1.1)
ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ è ðàçðåøèìîñòü çà-

äà÷è Êîøè äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò èç ðàáîòû [4℄. Â ðàáîòå [9℄ ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé 0 < ε21+ε22 < 1 è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ
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ñèñòåìû (1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òàêîå, ÷òî e−γtU(t, x) ∈ W 2,4
2 ,

γ > 0, ïðè e−γtF (t, x) ∈ W 0,1
2 . Îòìåòèì, ÷òî, êàê è äëÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé, äëÿ ðàçðåøèìîñòè ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì âîçíè-

êàþò óñëîâèÿ äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè íà ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû. Â [10℄

èçó÷åí ñëó÷àé, êîãäà ε21 + ε22 = 1. Â ýòîé ðàáîòå óêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (ýòè óñëîâèÿ èìåþò âèä óñëîâèé îð-

òîãîíàëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè íåêîòîðûì ïîëèíîìàì), ïðè êîòîðûõ çàäà÷à

Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1.1) ðàçðåøèìà â ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Öåëü ðàáîòû � ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (1.1),

óêàçàííûå â [10℄ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè

â ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå W 2,4
2,γ .

� 2. �àçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè

�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû:




I −D2
x 0 ε1

0 I −D2
x −ε2

ε1 −ε2 I −D2
x


D2

tU + σ2D4
xU = F (t, x), t > 0, x ∈ R,

U |t=0 = 0, DtU |t=0 = 0,
(2.1)

ãäå

U(t, x) = (u(t, x), v(t, x), θ(t, x))T , F (t, x) =
(
f 1(t, x), f 2(t, x), f 3(t, x)

)T
,

σ 6= 0, ïðè ýòîì ε21 + ε22 = 1.

Äàäèì îïðåäåëåíèÿ àíèçîòðîïíûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå

ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ u(t, x) ∈ L2(G) ïðèíàäëåæèò àíèçîòðîïíî-
ìó ñîáîëåâñêîìó ïðîñòðàíñòâó W l1,l2

2 (G), G ⊆ R2
, l1, l2 ∈ N , åñëè ñóùå-

ñòâóþò îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå

Dα1

t Dα2

x u(t, x), α1/l1 + α2/l2 ≤ 1,

â îáëàñòè G, ïðè ýòîì Dα1

t Dα2

x u(t, x) ∈ L2(G). Ââåäåì íîðìó

‖u,W l1,l2
2 (G)‖ =

∑

(α1,α2):α1/l1+α2/l2≤1

‖Dα1

t Dα2

x u, L2(G)‖.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ u(t, x) ïðèíàäëåæèò àíèçîòðîïíîìó ñîáî-

ëåâñêîìó ïðîñòðàíñòâó ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âåñîì W l1,l2
2,γ (G), γ > 0, åñëè

e−γtu(t, x) ∈ W l1,l2
2 (G). Ïîëàãàåì

‖u(t, x),W l1,l2
2,γ (G)‖ = ‖e−γtu(t, x),W l1,l2

2 (G)‖.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f(t, x) ïðèíàäëåæèò àíèçîòðîïíîìó ñîáî-

ëåâñêîìó ïðîñòðàíñòâó W 0,1
2,γ (G), γ > 0, åñëè e−γtf(t, x) ∈ L2(G), ñóùåñòâó-

åò îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ Dxf(t, x) â G, ïðè ýòîì e−γtDxf(t, x) ∈ L2(G).
Ïîëàãàåì

‖f(t, x),W 0,1
2,γ (G)‖ = ‖e−γtf(t, x), L2(G)‖+ ‖e−γtDxf(t, x), L2(G)‖.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî V (t, x) = (v1(t, x), v2(t, x), v3(t, x))T ∈ W l1,l2
2,γ (G),

åñëè vj(t, x) ∈ W l1,l2
2,γ (G), j = 1, 2, 3. Ïîëàãàåì

‖V (t, x),W l1,l2
2,γ (G)‖ =

3∑

j=1

‖vj(t, x),W l1,l2
2,γ (G)‖.

Ïðèâåäåì �îðìóëèðîâêó òåîðåìû, äîêàçàííóþ â [10℄.

Òåîðåìà 1.Ïóñòü âåêòîð-�óíêöèÿ F (t, x) = (f 1(t, x), f 2(t, x), f 3(t, x))
T
∈

W 0,1
2,γ (R

2
+), γ > 0, òàêàÿ, ÷òî

(1 + x2)F (t, x) ∈ L2,γ(R+;L1(R))

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

ε1

∫

R

f 1(t, x) dx− ε2

∫

R

f 2(t, x) dx−

∫

R

f 3(t, x) dx = 0, (2.2)

ε1

∫

R

xf 1(t, x) dx− ε2

∫

R

xf 2(t, x) dx−

∫

R

xf 3(t, x) dx = 0, t > 0. (2.3)

Òîãäà çàäà÷à Êîøè (2.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå U(t, x) â ïðîñòðàí-
ñòâå âåêòîð-�óíêöèé W 2,4

2,γ (R
2
+), γ > 0, òàêèõ, ÷òî D2

tD
2
xU ∈ L2,γ(R

2
+), ïðè

ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖U(t, x),W 2,4
2,γ (R

2
+)‖+ ‖D2

tD
2
xU(t, x), L2,γ(R

2
+)‖

≤ c(γ)

(
‖F (t, x),W 0,1

2,γ (R
2
+)‖+ ‖‖(1 + x2)F (t, x), L1(R)‖, L2,γ(R+)‖

)
,
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ãäå c(γ) � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû è γ.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ (2.2), (2.3) ÿâëÿþò-

ñÿ è íåîáõîäèìûìè äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (2.1) â ñîáîëåâñêîì

ïðîñòðàíñòâå W 2,4
2,γ (R

2
+).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F (t, x) = (f 1(t, x), f 2(t, x), f 3(t, x))
T

∈ C∞
0 (R2

+).

Òîãäà äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (2.1) âW 2,4
2,γ (R

2
+), γ > 0, íåîáõîäèìî

âûïîëíåíèå óñëîâèé (2.2), (2.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü óñëîâèå (2.2) èëè

(2.3) íå âûïîëíåíî, íî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1) U(t, x) ∈ W 2,4
2,γ (R

2
+), γ >

0, ïðè ýòîì D2
tD

2
xU(t, x) ∈ L2,γ(R

2
+). Ñëåäîâàòåëüíî,

‖U(t, x),W 2,4
2,γ (R

2
+)‖+ ‖D2

tD
2
xU(t, x), L2,γ(R

2
+)‖ ≤ c(F ) < ∞,

ãäå c(F ) � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò F (t, x). Ïðèìåíèì ê âåêòîð-�óíêöèè

U(t, x) îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî x, òîãäà âåêòîð-�óíêöèÿ V (t, ξ) =
F [U ](t, ξ), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè




1 + ξ2 0 ε1
0 1 + ξ2 −ε2
ε1 −ε2 1 + ξ2


D2

tV + σ2ξ4V = F̂ (t, ξ), t > 0, ξ ∈ R,

V |t=0 = 0, DtV |t=0 = 0,

(2.4)

ãäå F̂ (t, ξ) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âåêòîð-�óíêöèè F (t, x) ïî x. Â ñèëó

ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ èìååì

‖V (t, ξ), L2,γ(R
2
+)‖+ ‖ξV (t, ξ), L2,γ(R

2
+)‖ ≤ c(F ) < ∞. (2.5)

Ïðè ξ ∈ R\{0} ðåøåíèå çàäà÷è (2.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì

âèäå:

V (t, ξ) =

t∫

0

(
B1

sin(b1(ξ)(t− s))

b1(ξ)

+B2
sin(b2(ξ)(t− s))

b2(ξ)
+B3

sin(b3(ξ)(t− s))

b3(ξ)

)
G(s, ξ) ds. (2.6)

Çäåñü

B1 =




ε22 ε21 0

ε1ε2 1− ε1ε2 0

0 0 0




, b1(ξ) =
σξ2√
1 + ξ2

,
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2B2 =




ε21 −ε21 −ε1

−ε1ε2 ε1ε2 ε2

−ε1 ε1 1




, b2(ξ) = σ|ξ|,

2B3 =




ε21 −ε21 ε1

−ε1ε2 ε1ε2 −ε2

ε1 −ε1 1




, b3(ξ) =
σξ2√
2 + ξ2

, (2.7)

G(t, ξ) = (L0(iξ))−1F̂ (t, ξ)

=




(1 + ξ2)2 − ε22 −ε1ε2 −ε1(1 + ξ2)
−ε1ε2 (1 + ξ2)2 − ε21 ε2(1 + ξ2)

−ε1(1 + ξ2) ε2(1 + ξ2) (1 + ξ2)2


 F̂ (t, ξ)

ξ2(1 + ξ2)(2 + ξ2)
.

Ïðåäñòàâèì âåêòîð-�óíêöèþ G(t, ξ) â âèäå:

G(t, ξ) = G1(t, ξ) +G2(t, ξ), (2.8)

G1(t, ξ) =




2 + ξ2 0 −ε1
0 2 + ξ2 ε2

−ε1 ε2 2 + ξ2


 F̂ (t, ξ)

(1 + ξ2)(2 + ξ2)
,

G2(t, ξ) =




ε21 −ε1ε2 −ε1
−ε1ε2 ε22 ε2
−ε1 ε2 1


 F̂ (t, ξ)

ξ2(1 + ξ2)(2 + ξ2)
.

Â ñèëó (2.5)

‖‖ξV (t, ξ), L2(δ < ξ < 1)‖, L2,γ(R+)‖ ≤ c(F ), 0 < δ < 1.

Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó ðåøåíèÿ (2.6), ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâ¼ðò-

êè, ïîëó÷èì

‖‖ξV (t, ξ), L2(δ < ξ < 1)‖, L2,γ(R+)‖

=
∥∥∥
∥∥∥ξ

+∞∫

−∞

θ(t− s)e−γ(t−s)
3∑

j=1

Bj
sin(bj(ξ)(t− s))

bj(ξ)

×G(s, ξ)θ(s)e−γsds, L2(δ < ξ < 1)
∥∥∥, L2(R)

∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥
ξ

+∞∫

0

e−(iη+γ)t

3∑

j=1

Bj
sin(bj(ξ)t)

bj(ξ)
dtĜγ(η, ξ), L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥∥∥∥
, L2(R)

∥∥∥∥∥∥
≤ c(F ),
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ãäå Gγ(t, ξ) = e−γtθ(t)G(t, ξ). Ó÷èòûâàÿ

∞∫

0

e−(iη+γ)t sin(bj(ξ)t)

bj(ξ)
dt =

1

(iη + γ)2 + (bj(ξ))2
, j = 1, 2, 3,

ïîëó÷èì

∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥ξ
3∑

j=1

Bj

(in + γ)2 + (bj(ξ))2
Ĝγ(η, ξ), L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥∥∥ , L2(R)

∥∥∥∥∥ ≤ c(F ). (2.9)

Çäåñü Ĝγ(η, ξ)� ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âåêòîð-�óíêöèèGγ(t, ξ) ïî t. Ïðåä-
ñòàâèì Gγ(t, ξ) â âèäå Gγ(t, ξ) = G1,γ(t, ξ) +G2,γ(t, ξ), ãäå Gj,γ(t, ξ) =
= e−γtθ(t)Gj(t, ξ), j = 1, 2, �óíêöèè Gj(t, ξ) îïðåäåëåíû â (2.8). Èìååì

Ĝγ(η, ξ) = Ĝ1,γ(η, ξ) + Ĝ2,γ(η, ξ).

Òîãäà

3∑

j=1

Bj

(in + γ)2 + (bj(ξ))2
Ĝ2,γ(η, ξ)

=

3∑

j=1

Bj

(in+ γ)2 + (bj(ξ))2
Ĝγ(η, ξ)−

3∑

j=1

Bj

(in+ γ)2 + (bj(ξ))2
Ĝ1,γ(η, ξ).

Â ñèëó íåðàâåíñòâ Ìèíêîâñêîãî è (2.9) èìååì

∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥

3∑

j=1

ξBj

(in + γ)2 + (bj(ξ))2
Ĝ2,γ(η, ξ), L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥∥∥ , L2(R)

∥∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥

3∑

j=1

ξBj

(in + γ)2 + (bj(ξ))2
Ĝγ(η, ξ), L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥∥∥ , L2(R)

∥∥∥∥∥

+

∥∥∥∥∥

3∑

j=1

ξBj

(in+ γ)2 + (bj(ξ))2
Ĝ1,γ(η, ξ), L2(R

2)

∥∥∥∥∥ ≤ c(F ) + I1, (2.10)

ãäå

I1 =

∥∥∥∥∥

3∑

j=1

ξBj

(in+ γ)2 + (bj(ξ))2
Ĝ1,γ(η, ξ), L2(R

2)

∥∥∥∥∥ .

Ïîñêîëüêó

|(in+ γ)2 + (bj(ξ))
2| ≥ c1γ

√
η2 + γ2 + (bj(ξ))2 ≥ c1γ

2, γ > 0, (η, ξ) ∈ R2,
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c1 > 0 � êîíñòàíòà, ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä G1(t, ξ), ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ,

áóäåì èìåòü

I1 ≤
c2
γ2

∥∥∥∥∥

3∑

j=1

BjG1(t, ξ), L2,γ(R
2
+)

∥∥∥∥∥ ≤ c3(F ) < ∞, (2.11)

ãäå c3(F ) > 0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò δ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, (2.10), (2.11), ïîëó÷èì

‖‖
3∑

j=1

ξBj

(iη + γ)2 + (bj(ξ))2
Ĝ2,γ(η, ξ), L2(δ < ξ < 1)‖, L2(α < η < β)‖

≤ c(F ) + c3(F ), α > 0. (2.12)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ω(η, ξ) =
3∑

j=1

Bj

(iη + γ)2 + (bj(ξ))2
Ĝ2,γ(η, ξ) =




ω1(η, ξ)
ω2(η, ξ)
ω3(η, ξ)


 . (2.13)

Â ñèëó îáîçíà÷åíèÿ Ĝ2,γ =
(
Ĝ1

2,γ , Ĝ
2
2,γ, Ĝ

3
2,γ

)T

è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå Bj

èç (2.7), áóäåì èìåòü

ω3(η, ξ) =
−ε1Ĝ

1
2,γ + ε1Ĝ

2
2,γ + Ĝ3

2,γ

2((iη + γ)2 + (b2(ξ))2)
+

ε1Ĝ
1
2,γ − ε1Ĝ

2
2,γ + Ĝ3

2,γ

2((iη + γ)2 + (b3(ξ))2)
.

Ïîñêîëüêó

G2(t, ξ) =




ε21 −ε1ε2 −ε1
−ε1ε2 ε22 ε2
−ε1 ε2 1


 F̂ (t, ξ)

ξ2(1 + ξ2)(2 + ξ2)

=




G1
2(t, ξ)

G2
2(t, ξ)

G3
2(t, ξ)


 =




−ε1G
1
2(t, ξ)

ε2G
2
2(t, ξ)

G3
2(t, ξ)


 ,

ãäå

G3
2(t, ξ) =

−ε1f̂
1(t, ξ) + ε2f̂

2(t, ξ) + f̂ 3(t, ξ)

ξ2(1 + ξ2)(2 + ξ2)
,

èìååì

ω3(η, ξ) = h(η, ξ)Ĝ3
2,γ(η, ξ), (2.14)

ãäå

h(η, ξ)
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=
(ε21 + ε1ε2 + 1)((iη + γ)2 + b23(ξ)) + (1− ε21 − ε1ε2)((iη + γ)2 + b22(ξ))

2((iη + γ)2 + b22(ξ))((iη + γ)2 + b23(ξ))

=
2(iη + γ)2 + (ε21 + ε1ε2 + 1)b23(ξ) + (1− ε21 − ε1ε2)b

2
2(ξ)

2((iη + γ)2 + b22(ξ))((iη + γ)2 + b23(ξ))
,

�óíêöèÿ Ĝ3
2,γ(η, ξ) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî t �óíêöèè G3

2,γ(t, ξ) =
e−γtθ(t)G3

2(t, ξ).
Çà�èêñèðóåì γ, ïóñòü γ = γ0 > 0, α < η < β, ξ < 1, ïîëó÷èì

|h(η, ξ)| =

√
4η2γ2 +

(
γ2 − η2 + (

ε2
1
+ε1ε2+1

2
)b23 + (

1−ε2
1
−ε1ε2
2

)b22)
)2

|(iη + γ)2 + b22(ξ)||(iη + γ)2 + b23(ξ)|

≥
2c1|η|γ

(η2 + γ2
0 + b22(ξ))(η

2 + γ2
0 + b23(ξ))

≥
2αγ0

(β2 + γ2
0 + σ2)2

. (2.15)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.12)�(2.15), áóäåì èìåòü

2αγ0
(β2 + γ2

0 + σ2)2

∥∥∥
∥∥∥ξĜ3

2,γ0
(η, ξ), L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥ , L2(α < η < β)
∥∥∥ ≤ c(F )+c3(F ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

g(t, ξ) = e−γ0tθ(t)(−ε1f̂
1(t, ξ) + ε2f̂

2(t, ξ) + f̂ 3(t, ξ)).

Òîãäà

Ĝ3
2,γ0(η, ξ) =

ĝ(η, ξ)

ξ2(1 + ξ2)(2 + ξ2)
,

ãäå ĝ(η, ξ) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè g(t, ξ) ïî t. Èìååì

∥∥∥∥
∥∥∥∥

ξĝ(η, ξ)

ξ2(1 + ξ2)(2 + ξ2)
, L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥∥ , L2(α < η < β)

∥∥∥∥ ≤ c4(F ) < ∞, (2.16)

ãäå c4(F ) > 0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò δ.
Ïðåäñòàâèì ĝ(η, ξ) â âèäå:

ĝ(η, ξ) = ĝ(η, 0) + ξ

1∫

0

Dτ ĝ(η, τ)|τ=λξ dλ.

Òîãäà

ĝ(η, 0) = ĝ(η, ξ)− ξ

1∫

0

Dτ ĝ(η, τ)|τ=λξ dλ,
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è ∥∥∥∥
∥∥∥∥

ĝ(η, 0)

ξ(1 + ξ2)(2 + ξ2)
, L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥∥ , L2(α < η < β)

∥∥∥∥ ≤ c4(F )

+

∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥
1

(1 + ξ2)(2 + ξ2)

1∫

0

Dτ ĝ(η, τ)|τ=λξ dλ, L2(R)

∥∥∥∥∥∥
, L2(R)

∥∥∥∥∥∥
≤ c5(F ) < ∞.

Èìååì

∥∥∥∥ĝ(η, 0)
∥∥∥∥
1

ξ
, L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥∥ , L2(α < η < β)

∥∥∥∥ ≤ c6(F ) < ∞,

ãäå c6(F ) > 0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò δ. Ïîñêîëüêó

∥∥∥∥
1

ξ
, L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥∥ → ∞

ïðè δ → 0, òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ðàâåí-

ñòâî

ĝ(η, 0) = 0 (2.17)

äëÿ ïî÷òè âñåõ η ∈ R (â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè èíòåðâàëà (α, β)).
Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ âåêòîð-�óíêöèè V (t, ξ), îïè-

ðàÿñü íà ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè

∥∥‖V (t, ξ), L2(δ < ξ < 1)‖ , L2(R
+)
∥∥ ≤ c(F ) < ∞,

ïîëó÷èì îöåíêó, ïîäîáíóþ (2.16),

∥∥∥∥
∥∥∥∥

ĝ(η, ξ)

ξ2(1 + ξ2)(2 + ξ2)
, L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥∥ , L2(α < η < β)

∥∥∥∥ ≤ c7(F ). (2.18)

Ïåðåïèøåì ĝ(η, ξ), ó÷èòûâàÿ (2.17), êàê

ĝ(η, ξ) = ĝ(η, ξ)− ĝ(η, 0) = ξ

1∫

0

Dτ1 ĝ(η, τ1)|τ1=λ1ξ
dλ1

= ξ

1∫

0

[
Dτ ĝ(η, τ)|τ=λ1ξ

− Dτ ĝ(η, τ)|τ=0

]
dλ1 + ξ Dτ ĝ(η, τ)|τ=0

= ξ2
1∫

0

λ1

1∫

0

D2
τ2
ĝ(η, τ2)

∣∣
τ2=λ1λ2ξ

dλ2dλ1 + ξ Dτ ĝ(η, τ)|τ=0 .
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Ïîëó÷èì

ξ Dτ ĝ(η, τ)|τ=0 = ĝ(η, ξ)− ξ2
1∫

0

λ1

1∫

0

D2
τ2 ĝ(η, τ2)

∣∣
τ2=λ1λ2ξ

dλ2dλ1.

Ó÷èòûâàÿ (2.18), áóäåì èìåòü

∥∥∥∥
∥∥∥∥

Dτ ĝ(η, τ)|τ=0

ξ(1 + ξ2)(2 + ξ2)
, L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥∥ , L2(α < η < β)

∥∥∥∥

≤ c7(F ) +

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1∫
0

λ1

1∫
0

D2
τ2
ĝ(η, τ2)

∣∣
τ2=λ1λ2ξ

dλ2dλ1

(1 + ξ2)(2 + ξ2)
, L2(R

2)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
≤ c8(F ) < ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∥∥∥∥|Dτ ĝ(η, τ)|τ=0

∥∥∥∥
1

ξ
, L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥∥ , L2(α < η < β)

∥∥∥∥ ≤ c9(F ) < ∞, (2.19)

c9(F ) > 0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò δ.

Ïðè δ → 0 íîðìà

∥∥∥∥
1

ξ
, L2(δ < ξ < 1)

∥∥∥∥ → ∞, ó÷èòûâàÿ (2.19), ñ íåîáõî-

äèìîñòüþ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

Dτ ĝ(η, τ)
∣∣
τ=0

= 0 (2.20)

äëÿ ïî÷òè âñåõ α < η < β, íî α, β � ïðîèçâîëüíûå, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ïî÷òè âñåõ η ∈ R.
Â (2.17), (2.20), ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî η, ïî-

ëó÷àåì, ÷òî äîëæíû áûòü âûïîëíåíû (2.2) è (2.3), íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò

íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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